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概 要
P. Scholzにより導入された Perfectoid fieldの概念のうち初歩的な tiltと

untiltについて解説する．
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1 Perfectoid fieldsと tilting

本稿では pを素数とし固定する．

定義 1.1. C :剰余標数 pの完備非アルキメデス付値体．Cが perfectoid fieldであ
るとは次の条件を満たすことである．

(1) C上の付値は離散的ではない

(2) OC/(p)上の p乗写像は全射

注意 1.2. 非アルキメデス付値体というときには付値は自明ではないものとする．
一方単に付値体と言ったときには自明な付値であることも許容する．

補題 1.3. C :剰余標数 pの完備非アルキメデス付値体．
C上の p乗写像は全射ならばCは perfectoid fieldである．

∗本稿は Math Advent Calender 2021 (https://adventar.org/calendars/6146) の 17日目の記
事です．
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証明. vをC上の付値とする．vが離散的だとし，x ∈ Cを付値が正なもので最小
のものとする．C上で p乗写像は全射なので x = ypなる y ∈ Cが存在する．

0 < v(y) = v(x)/p < v(x)

なので v(x)の最小性に矛盾する．
次にOC/(p)上の p乗写像が全射であることを示す．このためにはOC上の p乗
写像が全射であることを示せば十分である．z ∈ OC に対し仮定から z = wpな
るw ∈ Cが存在するので

v(w) = v(z)/p ≥ 0

よってw ∈ OC .

例 1.4. Cpをp進複素数体とすると，これは補題 1.3によりperfectoid fieldである．

命題 1.5. 標数 pの非アルキメデス付値体が perfectoidであるのは，それが完備か
つ perfectであるときに限る．

証明. 補題 1.3と定義から直ちに従う．

以下，Cは標数 pの perfectoid fieldとする．

定義 1.6. Cの tiltを

C♭ := lim←−
x 7→xp

C

で定義する．C♭上には (射影極限に誘導される)自然な積構造が入る．

定義から直ちに分かるように C の tiltは乗法的なmonoidである．これからの
目標は Cの tiltが標数 pの perfectoid fieldであることを示すことである．任意の
c = (cn)n≥0 ∈ C♭に対し c♯ := c0とおく．

補題 1.7. ω ∈ C×, 0 < v(ω) ≤ v(p)とする．
このとき任意の x, y ∈ OC , x− y ∈ ωOC に対して

xpn − yp
n ∈ ωn+1OC (n = 0, 1, 2, · · · )

証明. v(ω) ≤ v(p)より p ∈ ωOC . このとき n ≥ 1に対し

xpn − yp
n

=
(
yp

n−1

+
(
xpn−1 − yp

n−1
))p

− yp
n

x− y ∈ ωOC なので帰納的に主張を得る．
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命題 1.8. ω ∈ C×, 0 < v(ω) ≤ v(p)とする．
このとき自然な射影OC 7→ OC/(ω) は乗法的な全単射

lim←−
x7→xp

OC
∼= lim←−

x 7→xp

OC/(ω)

を誘導する．
証明. 逆写像

ℓ : lim←−
x 7→xp

OC/(ω)→ lim←−
x 7→xp

OC

を構成する．任意の c = (cn) ∈ lim←−x 7→xp
OC/(ω)をとる．各 n ≥ 0に対し cnの持

ち上げ cn ∈ OC をとる．このとき

cp
ℓ

n+m+ℓ − cn+m ∈ ωOC (ℓ,m, n ≥ 0)

が成り立つ．これと補題 1.7より

cp
m+ℓ

n+m+ℓ − cp
m

n+m ∈ ωm+1OC (n,m ≥ 0)

よって各 n ≥ 0に対して {cn+mpm}m≥0はOC 内に極限を持つ．さらにこの極限は
持ち上げ cnの取り方によらないことが補題 1.7より分かる．いま

ℓn(c) := lim
m→∞

cp
m

n+m (n ≥ 0)

と定義し，ℓ(c) := (ℓn(c)) ∈ lim←−x 7→xp
OC と定義すれば構成から ℓが求めていた逆

写像であることが分かる．
命題 1.9. C の tilt C♭ は標数 pの完備付値体の構造を持ち，付値 v♭ は v♭(c) :=

c♯ (c ∈ C♭)で与えられる．さらにC♭の付値環は

OC♭ = lim←−
x 7→xp

OC

で与えられる．
証明. ω ∈ C×, 0 < v(ω) ≤ v(p)をとると p ∈ ωOC なのでOC/(ω)は標数 pの環で
ある．よってOC/(ω)上の環構造は射影極限 lim←−x 7→xp

OC/(ω)上の自然な環構造を
誘導し，乗法的な全単射を通して

O := lim←−
x 7→xp

O ∼= lim←−
x 7→xp

OC/(ω) (1.1)

上の環構造を誘導する．さらにO上の環構造は ωの取り方によらない．実際，命
題 1.8の証明より a = (an), b = (bn) ∈ O に対しその和は

(a+ b)n = lim
m→∞

(am+n + bm+n)
pm
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で与えられる．このときC♭はOの商体となる．構成から明らかにC♭は標数 pの
perfect fieldである．
次にC♭は v♭(c) = v(c♯)で与えられる付値 v♭を持つことを示す．構成より v♭は
乗法的な準同型である．超三角不等式を示すために a = (an), b = (bn) ∈ C♭をと
る．v♭(a) ≥ v♭(b)とすると v(a0) ≥ v(b0)であり n ≥ 0に対して

v(an) =
1

pn
v(a0) ≥

1

pn
v(b0) = v(bn)

が成り立つので an/bn ∈ OC . したがって，ある r ∈ OC が存在して a = brとなり

v♭(a+ b) = v♭((r + 1)b) = v♭(r + 1) + v♭(b) ≥ v♭(b) = min(v♭(a), v♭(b))

となる．
いま c = (cn) ∈ C♭をとる．このとき

v(cn) =
1

pn
v(c0) =

1

pn
v♭(c) (n ≥ 0) (1.2)

よってOは C♭の付値環となる．N > 0を固定したとき不等式 (1.2)より n ≤ N

に対して v(cn) ≥ v(ω)であるのは v♭(c) ≥ pNv(ω)であるときに限る．したがっ
て全単射 (1.1)は同相写像になる．ここでO = OC には v♭から誘導される位相，
lim←−x 7→xp

OC/(ω)には離散位相の射影極限位相を入れる．後者の位相は完備なので
C♭も完備である．

注意 1.10. Cが perfectoidではなく完備非アルキメデス付値体でも上の証明は成
立する．しかし perfectoidでないときには自明な付値となる場合がある．例えば
C = QpのときはC♭ = Fpとなり自明な付値となる．

命題 1.11. 写像OC♭ → OC/(p); c→ c♯ は環準同型である．

証明. 命題 1.9の証明で与えたOC♭の環構造の定義から従う．

補題 1.12. 任意の y ∈ OC に対し y − z♯ ∈ pOC なる z ∈ OC♭が存在する．

証明. yをyのOC/(p)における像とする．OC/(p)上のp乗写像は全射なのでz′o = y

なる z′ = (z′n) ∈ lim←−x 7→xp
OC/(p) が存在する．いま z ∈ OC♭を z′の全単射

OC♭
∼= lim←−

x 7→xp

OC/(p)

の元での像とすれば，これが目的のものである．

命題 1.13. 付値体CとC♭は同じ付値群を持つ．
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証明. v♭ の構成から v♭
(
(C♭)×

)
⊂ v(C×)なので逆の包含を示す．y ∈ C× をと

る．v は離散的ではないので 0 < v(ω) < v(p)なる ω ∈ OC が存在する．y =

ωnu (n ∈ Z, u ∈ OC , v(u) < v(ω))と書く．補題 1.12より ω − (ω♭)♯ ∈ pOC かつ
u− (u♭)♯ ∈ pOC なる ω♭, u♭ ∈ OC♭ が存在する．このとき

v♭(ω♭) = v((ω♭)♯) = v
(
(ω)− (ω − (ω♭)♯)

)
= v(ω)

v♭(u♭) = v((u♭)♯) = v
(
(u)− (u− (u♭)♯)

)
= v(u)

よって z = (ω♭)nu♭とおけば v♭(z) = v(y).

系 1.14. C♭は標数 pの perfectoid field．

証明. 命題 1.13よりC♭の付値群は自明ではない．構成からC♭は perfectなので主
張は命題 1.5と命題 1.9より従う．

系 1.15. Cが標数 pなら自然な同型C♭ ∼= Cが存在する．

証明. 命題 1.5よりCは perfectなので主張は構成から直ちに従う．

例 1.16. ̂Qp(p1/p
∞)は perfectoid fieldであり tiltは Fp((u

1/p∞))の u-進完備化で
ある．

2 Untilt

この節では F は標数 pの代数閉な perfectoid fieldとし付値を vF，付値環OF の
極大イデアルをmF とする．またAinf := W (OF )をOF 上のWittベクトルの環と
しW (F )を F 上のWittベクトルの環とする．さらに c ∈ F に対し [c]をW (F )に
おけるTeichmuler liftとする．

定義 2.1. F の untiltとは組 (C, η)のことである．ここで C は perfectoid fieldで
η : F ∼= C♭は連続同型である．

例 2.2. Fと自然な同型F ∼= F ♭ の組はFのuntiltであり，これをFの自明なuntilt

という．

定義 2.3. C : F の untilt with η : F ∼= C♭.

(1) Cに付随するシャープ写像を合成写像

♯ : F
∼−→
η

C♭ = lim←−
x 7→xp

C → C

で定義する．ここで 2番目の写像は第 0成分への射影である．

(2) c ∈ F に対して ♯による cの像を c♯C あるいは c♯で表す．
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(3) C上の正規化された付値 vC を vF (c) = vC(c
♯), (c ∈ F ) で与えられるものと

する．
これからの目標は F の untiltは代数閉体であることを示すことである．
補題 2.4. L :完備な非アルキメデス付値体，f(x) : L上のmonic多項式, f(0) ∈ OL.

このとき f(x)はOL上の多項式である．
証明. vLを L上の付値とする．L′を L上の有限次Galois拡大で f(x)が

f(x) =
d∏

i=1

(x− ri), ri ∈ L′

と分解できるようなものとする．付値 vLはGal(L′/L)-不変なL′上の付値 vL′に一
意に延長できる．特に根 riは同じGal(L′/L)-軌道に属するので全て同じ付値であ
る．f(0) = (−1)dr1 · · · rd ∈ OLなので riの付値は全て非負である．よって f(x)の
係数の付値も非負である．
命題 2.5. C : F の untilt, f(x) : C上の規約な d次monic多項式任意の y ∈ Cに対
して z ∈ Cが存在し

vC(y − z) ≥ vC(f(y))/d, vC(f(z)) ≥ vC(p) + vC(f(y))

証明. f(x)を f(x + y)に置き換えることで y = 0と仮定して良い．このとき示す
べき主張は

vC(z) ≥ vC(f(0))/d, vC(f(z)) ≥ vC(p) + vC(f(0)) (2.1)

なる z ∈ C が存在すること，である．もし f(0) = 0ならば z = 0とすれば良い．
よってf(0) 6= 0とする．Fは代数閉体なのでFの付値群上でd倍写像は全射である．
よって命題1.13よりCの付値群上のd倍写像も全射である．特にdvC(a) = vC(f(0))

なる a ∈ Cが存在する．このとき (2.1)は
vC(z/a) ≥ 0, vC

(
f(a · (z/a))/ad

)
≥ vC(p)

と書ける．したがって f(x)をmonic多項式 f(a · x)/ad に置き換えて vC(f(0)) = 0

と仮定してよい．このとき示すべき主張は f(z) ∈ pOCなる z ∈ OC が存在するこ
と，である．
補題 2.4より f(x)はOC上の多項式である．すなわち f(x) = xd+a1x

d−1+ · · ·+
ad (ai ∈ OC). このとき補題 1.12より ai − c♯i ∈ pOC なる ci ∈ OF が存在する．F

は代数閉体なのでOF 上の多項式 g(x) = xd + c1x
d−1 + · · · + cdはOF 内に根 αを

持つ．
f(α♯) = (α♯)d + a1(α

♯)d−1 + · · ·+ ad

= (α♯)d + c♯1(α
♯)d−1 + · · ·+ c♯d mod pOC

= (αd + c1α
d−1 + · · · cd)♯ mod pOC

= g(α)♯ = 0
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ここで 3つ目の等式は命題 1.11．よって z = α♯とすればよい．

命題 2.6. F の untiltは代数閉体．

証明. CをF の untiltとし，f(x)をC上の既約 d次monic多項式とする．f(x)が
C内に根を持つことを示す．f(x)を十分大きい nに対して pndf(x/pn)で置き換え
ることにより f(x)は OC 上の多項式としてよい．y0 := 0とすると vC(f(y0)) =

vC(f(0)) ≥ 0. ゆえ命題 2.5より帰納的に次のようなC内の列 {yn}を構成できる:

vC(yn−1 − yn) ≥ (n− 1)vC(p)/d, vC(f(yn)) ≥ nvC(p) (n ≥ 1)

このとき列 {yn}は構成よりコーシー列なので y ∈ Cに収束する．よって

f(y) = f( lim
n→∞

yn) = lim
n→∞

f(yn) = 0

となり f(x)の根 y ∈ Cを得る．

系 2.7. F の untilt Cに対して ♯ : F −→ Cは全射．

次の目標はF の untiltをAinfの単項イデアルでパラメタライズすることである．

定義 2.8. C1, C2 : F の tilt with η1 : F ' C♭
1, η2 : F ' C♭

2. C1とC2が同値である
とは同型C♭

1 ' C♭
2を誘導する連続同型C1 ' C2が存在して次の図式を可換にする

ことである．

C♭
1

∼ // C♭
2

F

η1

__??????? η2

??�������

命題 2.9. C : perfectoid field.

(1) 任意の連続同型 F ' C♭に対して ω ∈ mF が存在しOF/(ω) ' OC/(p) を誘
導する．

(2) 任意の連続同型OF/(ω) ' OC/(p) (ω ∈ mF )は一意に連続同型 F ' C♭に持
ち上がる．

証明. (1). Cを与えられた連続同型F ' C♭によりF の untilt とみなす．このとき
命題 1.13より vF (ω) = vC(p) > 0なるω ∈ F が存在する．さらに連続同型F ' C♭

は付値環の同型OF ' OC♭に制限される．いま写像

OF
c 7→c♯−→ OC −→ OC/(p)
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ここで 2つ目の写像は自然な射影である．この写像は命題 1.11でみたように環準
同型であり，命題 1.12でみたように全射である．さらにその核は vC(c

♯) ≥ vC(p)

なる c ∈ OF で尽くされる．よって同型OF/(ω) ' OC/(p) を誘導する．
(2). F はその tiltと同型なので OF ' OF ♭ = lim←−x 7→xp

OF . よって任意の同型
OF/(ω) ' OC/(p) (ω ∈ mF ) は一意に同型

OF ' lim←−
x 7→xp

OF/(ω) ' lim←−
x 7→xp

OC/(p) ' OC♭

に持ち上がる．ここで 1つ目と 3つ目の同型は命題 1.8で与えられたものである．
よって連続同型 F ' C♭に持ち上がる．

定義 2.10. ξ ∈ Ainfが (次数 1の)primitiveな元であるとは ω ∈ mF , u ∈ A×
infが存

在し ξ = [ω]− upとなることである．Ainfの primitiveな元が pで割れないとき非
退化であるという．

命題 2.11. ξ ∈ Ainf, ξ =
∑∞

n=0[cn]p
n.

(1) ξが primitiveであるのは vF (c0) > 0, vF (c1) = 0 であるときに限る．

(2) ξが primitiveならば ξの単元倍は primitive．

証明. (1). Teichmuler展開 ξ = [c0] + p
∑∞

n=0[c
1/p
n+1]p

nから従う．
(2). Ainf (Witt環)の積の計算から従う．

命題 2.12. ξ ∈ Ainf :非退化な primitive元．このとき剰余環Ainf/(ξ)は p-ねじれ
自由かつ p進完備．

証明. まずAinf/(ξ)が p-ねじれ自由であることを示す．pa ∈ ξAinfなる a ∈ Ainfを
考える．pa = ξb (b ∈ Ainf)と書くと ξは非退化より ξのAinf/(ξ) ' OF における
像は 0ではないので b ∈ pAinfである．したがって b = pb′なる b′ ∈ Ainfが存在し，
pa = pξb′となる．よってAinfは整域なので a = ξb′を得る．ゆえAinf/(ξ)は p-ね
じれ自由である．
次にAinf/(ξ)は p進完備であることを示す．Âinf/(ξ)をAinf/(ξ)の p進完備化と
する．Witt環の一般論よりAinfは p進完備なので射影Ainf → Ainf/(ξ) は全射な環
準同型

Ainf → ̂Ainf/(ξ) (2.2)

を誘導する (cf. [3], Tag0315)．したがってこの全射の核が ξAinfであることを示せ
ばよい．同一視

Âinf/(ξ) = lim←−
n

(Ainf/(ξ))/((p
n, ξ)/(ξ)) ' lim←−

n

Ainf/(p
n, ξ)
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写像 (2.2)は自然な写像

Ainf → lim←−
n

Ainf/(p
n, ξ)

に一致する．この写像の核は∩∞
n=1(p

nAinf + ξAinf) であり，明らかに ξAinfを含む．
よって逆の包含 ∩∞n=1(p

nAinf + ξAinf) ⊂ ξAinf を示せばよい．u ∈ ∩∞
n=1(p

nAinf +

ξAinf)をとる．各 n ≥ 1に対し u = pn + an + ξbnなる Ainfの元 an, bnをとると
pn(an − pan+1) = ξ(bn+1 − bn). ξは Ainf/(ξ) ' OF における像が 0ではないので
bn+1 − bnは pnで割れる．よってAinfの p進完備性から列 {bn}はAinfの元 bに収
束する．したがって

u = lim
n→∞

(pnan + ξbn) = lim
n→∞

pnan + ξ lim
n→∞

bn = ξb

となるので u ∈ ξAinfを得る．

定義 2.13. primitiveな元 ξ ∈ Ainfに対し自然な射影 θξ : Ainf → Ainf/(ξ) を ξに付
随する untilt写像という．
補題 2.14. ξ ∈ Ainf :非退化な primitive元．
(1) 0ではない c ∈ OF に対して pの適当なべきはAinf/(ξ)において θξ([c]) で割
り切れる．

(2) 任意のm ∈ mF に対して θxi([m])の適当なべきはAinf/(ξ)において pで割り
切れる．

証明. ξ = [ω]− pu (ω ∈ mF , u ∈ A×
inf)と書く．

0 6= c ∈ OF に対し ωi = cc′ (i > 0, c′ ∈ OF ) と書くと

pi = (θξ(u
−1)θξ(up))

i = θξ(u)
−iθξ([ω])

i = θξ(u)
−iθξ([c])θξ([c

′]).

同様にm ∈ mFに対しmj = ω · b (j > 0, b ∈ OF ) と書くと

θξ([m])j = θξ([ω])θξ([b]) = θξ(pu)θξ([b]) = pθξ(u)θξ([b]).

命題 2.15. ξ ∈ Ainf :非退化な primitive元．c, c′ ∈ OF . このときOF において c

が c′を割り切るのはAinf/(ξ) において θξ([c])が θξ([c
′])を割り切るときに限る．

証明. OF において cが c′を割り切るならば Ainf/(ξ)において θξ([c])は θξ([c
′]) を

割り切る．
OF において cが c′を割り切らないとする．このときAinf/(ξ)においてθξ([c])が

θξ([c
′])を割り切らないことを背理法により示す．θξ([c′]) = θξ([c])aなるa ∈ Ainf/(ξ)
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が存在したとする．このとき cは c′を割り切らないので vF (c) > vF (c
′)．よって

c = mc′なるm ∈ mF が存在し

θξ([c
′]) = θξ([c])a = θξ([c

′])θξ([m])a. (2.3)

さらに c′は cで割り切れないので 0ではない．よって補題 2.14より pn = θξ([c
′])b

なる n > 0, b ∈ Ainf/(ξ)が存在する．このとき (2.3)より pn = pnθξ([m])aであり，
Ainf/(ξ) は p-ねじれ自由なので θξ([m])a = 1. しかし補題 2.14から θξ([m])の自然
な写像Ainf/(ξ)→ Ainf/(ξ, p) による像はべき零なので，矛盾する．

命題 2.16. ξ ∈ Ainf :非退化な primitive元．任意の a ∈ Ainf/(ξ)はある c ∈ OF が
存在して θξ([c])の単元倍であり，cは単元倍を除いて一意．

証明. (一意性)

a = θξ([c1]) · (単元) = θξ([c2]) · (単元) (c1, c2 ∈ OF )とする．このとき θξ([c1])と
θξ([c2])はお互いを割り切る．よって命題 2.15より c1と c2もお互いを割り切る．す
なわち c1は c2は単元倍である．
(存在性)

a = 0のときは明らかなので a 6= 0とする．命題 2.14より n ≥ 0と pで割り切れ
ない a′ ∈ Ainf/(ξ) が存在し，a = pna′と書ける．ξ = [ω]− up (ω ∈ mF , u ∈ A×

inf)

と書くと

a = pna′ = (θξ(u
−1)θξ(up))

na′ = θξ(u)
−1θξ([ω])

na′.

よって aを a′に置き換えることで aは pで割り切れないとしてよい．
自然な同型

Ainf/(ξ, p) = Ainf/([ω], p) ' OF/(ω)

があり，写像 θξは次の図式を可換にする．

Ainf

����

θξ // Ainf/(ξ)

����
OF ' Ainf/(p) // // Ainf/(ξ,p) ' OF/(ω)

(2.4)

ここで下の写像以外は全て全射なので下の写像も全射となる．c ∈ OF で下の写
像による像が右の写像による aの像に一致するものとする．このとき aは pで割り
切れないので cは ωで割り切れない．したがって ω = cmなるm ∈ mF が存在し

p = θξ(u
−1)θξ(up) = θ−1

ξ θξ([ω]) = θξ(u
−1)θξ([c])θξ([m]).
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いま図式 (2.4)より a = θξ([c]) + pbなる b ∈ Ainf/(ξ)が存在し

a = θξ([c]) + pb = θξ([c]) + bθξ(u)
−1θξ([c])θξ([m]) = θξ([c])(1 + bθ−1

ξ θξ([m])).

さらに bθξ(u)
−1θξ([m])は pで割り切れ

(1 + bθξ(u)
−1θξ([m]))−1 =

∞∑
n=0

(−1)n(bθξ(u)−1θξ([m]))n

はAinf/(ξ)で収束する．よって 1+ bθξ(u)
−1θξ([m])はAinf/(ξ)の単元なので示すべ

き主張が示た．

命題 2.17. ξ ∈ Ainf : primitive，Cξ = Frac (Ainf/(ξ)). このとき Cξは F の untilt

で付値環はOCξ
= Ainf/(ξ) であり連続同型 η : F ' C♭

ξは canonicalな同型

OF/(ω) ' Ainf/([ω], p) = Ainf/(ξ, p) ' OCξ
/(p) (2.5)

により誘導される．ここで ωは自然な写像Ainf → Ainf/(p) ' OF の下での ξの像
である．さらに c ∈ OF はCξに付随した ♯の下で θξ([c])に写る．
証明. ξ = [ω] − up (ω ∈ mF , u ∈ A×

inf) と書く．またO := Ainf/(ξ)とする．もし
ω = 0ならば自然な同型

O = Ainf/(ξ) = Ainf/(p) ' OF

があるのでCξは F の自明な untiltとなる．よって ω 6= 0とする．
O = Ainf/(ξ)は整域であることを示す．ab = 0なる 0でない元 a, b ∈ Oが存在
したとする．命題 2.16より a = θξ([c])uなる 0 6= c ∈ OF , u ∈ O× が存在する．さ
らに補題 2.14より θξ([c])w = pn なる n > 0とw ∈ Oが存在する．したがって

0 = abw = θξ([c])wub = pnub

となるが，これは命題 2.12に矛盾する．
命題 2.16より y ∈ O\{0}に対し z ∈ OF が存在し，yはθξ([z])の単元倍になる．
このとき v(y) := vF (z)と定義する．vは構成から乗法的な準同型を定め，その像
は vF の像と一致する．さらに命題 2.15より v(y1) ≥ v(y2)なる y1, y2 ∈ O\{0}が
あれば y1は y2で割り切れるので

v(y1 + y2) = v((y1/y2 + 1)y2) = v(y1/y2 + 1) + v(y2) ≥ v(y2) = min(v(y1), v(y2)).

したがって vはO上の離散的ではない付値となる．
v は Cξ 上の付値に一意に延長でき，これも v で表すことにする．x ∈ Cξ を

x = y1/y2 (y1, y2 ∈ O) と書くと命題 2.15より v(x) = v(y1)− v(y2) が非負である
のはOで y1が y2で割り切れるときに限られる．よってOはCξの付値環である．
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OF/(ω)上の p乗写像は全射なので同型 (2.5)によりOCξ
/(p)上の p乗写像も全

射である．さらに等式

p = θξ(u
−1)θξ(up) = θξ(u)

−1θξ([ω])

より v(p) = vF (ω) > 0である．よってCξは剰余標数 pである．さらに命題 2.12よ
りCξは付値 vに関し完備である．したがってCξは perfectoid fieldである．
命題 2.9(及びその証明)により同型 (2.5)は一意に同型

OF ' lim←−
x 7→xp

OF/(ω) ' lim←−
x 7→xp

Ainf/(ξ, p) ' lim←−
x 7→xp

OCξ
/(p) ' lim←−

x 7→xp

OCξ
= OC♭

ξ

に持ち上がる．よって連続同型 F ' C♭
ξ に持ち上がる．さらにこの同型の下で

c ∈ OF は (θξ([c
1/pn ])) ∈ OC♭

ξ
に写る．よって Cξ に付随したシャープ写像の下で

θξ([c])に写る．

命題 2.18. C : F の untilt.

(1) 全射な環準同型 θC : Ainf → OC が存在し，θC は次で与えられる．

θC

(∑
[cn]p

n
)
=

∑
c♯np

n (cn ∈ OF )

(2) Ker(θC)の primitiveな元はKer(θC)を生成する．

証明. Cは代数閉体なのでC = Cpのときを考えれば十分である．このときは (1)

はよく知られている (cf.[1])．
さらにKer(θC)はprimitiveな元 ξC := [p♭]−p ∈ Ainf で生成される．ここでp♭ ∈ OF

は (p♭)♯ = pなる元である．
いま C は一般の untiltとし ξ ∈ Ker(θC)を primitiveな元とする．写像 θC は全
射 θξ : Ainf/(ξ)→ OC を誘導する．このときOCは体ではないのでKer(θξ)は極大
ではない素イデアルである．さらにKer(θξ)は ξC の像で生成されるイデアルであ
る．命題 2.17よりAinf/(ξ)は付値環なのでKer(θξ) = 0とならざるを得ない．よっ
て ξはKer(θC)を生成する．

注意 2.19. 証明の最後で付値環の 0ではない単項素イデアルは極大である，とい
う初等的な事実を用いた．

定義 2.20. F の untilt Cに対して命題 2.18で構成した環準同型 θC を Cの untilt

写像という．

定理 2.21 (kedlaya-Liu, Fontaine). 対応C 7→ Ker(θC)は全単射

{F の untiltsの同地類 } ∼−→ {Ainfの primitiveな元で生成されるイデアル }

を与える．
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証明. 対応が全射であることを示す．primitive元 ξ ∈ Ainfを考える．命題 2.17よ
り F の untilt Cξ が存在し c ∈ OF に対して c♯ = θξ([c]). よって θC の記述から θξ
と θCξ

は一致する．したがって ξAinf = Ker(θξ) = Ker(θCξ
).

次に対応が単射であることを示す．Cを F の untiltとし連続同型 η : F ' C♭を
備えたものとする．primitive元 ξ ∈ Ker(θC)で F の untilt Cξ を与えるものとし，
ηξ : F ' C♭

ξ を備えている連続同型とする．このときCとCξが同値であることを
示せばよい．写像 θC は同型OCξ

= Ainf/(ξ) ' OC を誘導し，同型Cξ ' Cに延長
される．f : C♭

ξ ' C♭を誘導される同型とする．このとき命題 2.9と命題 2.17より
写像 f ◦ ηξは同型

OF/(ω) ' Ainf/(p, ξ) = OCξ
/(p) ' OC/(p) (2.6)

を引き起こす．ここで ωは ξのAinf/(p) ' OF における像である．任意の c ∈ OF

に対し，この同型は cのOF/(ω)における像を θC([c]) = c♯のOC/(p)における像
に送る．すなわち c ∈ OF が ωで割り切れるのは c♯が pで割り切れるときに限られ
る．特に vF (ω) = vC(p)である．このとき命題 2.9-(1)の証明より同型 (2.6)は ηか
ら誘導されるものである．よって命題 2.9-(2)より f ◦ ηξ = ηを得る．つまりCと
Cξは同値．
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